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Ustellestirilmis Genellestirilmis Gamma Dagiliminda Yeni Bir Uygulama

A New Application in the Exponentiated Generalized Gamma Distribution
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Oz

Dagilim siniflar1 gliniimiizde uygulamali bilimlerde sik¢a kullanilmaktadir. Dagilim siniflarinin kendilerine 6zgli bazi
ozellikleri oldugundan her ailenin farkli kullanim alanlari olusmustur. Ornegin dort parametreli genellestirilmis gamma
dagilimmin bozulma orami fonksiyonu monoton azalmayan ve modeli monoton oldugundan dagilim yasam siiresi verileri ve
giivenilirlik analizinde olduk¢a yaygin kullanilmaktadir. S6z konusu kullanim alanlarin siirekli olarak genislemesi ve yeni
ihtiyaclarin ortaya ¢ikmasiyla ayrica mevcut dagilim aileleriyle ¢alismanin bazi durumlarda ¢alismay: zorlastirdig1 ve bazi
dezavantajlara sahip oldugu icin fazla problemle karsilagilmaktadir. Bu nedenle literature siirekli olarak farkli istatistiksel
Ozelliklere sahip yeni dagilim smiflari kazandirilmaktadir. Bu ¢alismada da literatiire kazandirilan yeni dagilim sinifindan biri
olarak iistellestirilmis genellestirilmis dagilim ailesi iizerinde durulacaktir. Ozel olarak iistellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminin 6zelliklerinden, kullanim alanlarindan, diger dagilimlara gore avantajlarindan bahsedilecektir. Son olarak gercek
bir veri seti ile caligmada kullanilacak dagilim test edilip dagilimin parametreleri en ¢ok olabilirlik yontemi araciligiyla
tahmin edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Ustellestirilmis genellestirilmis dagilim, Hazard fonksiyonu, Dagilim fonksiyonu, En ¢ok olabilirlik
yontemi

Abstract

Distribution classes are frequently used in applied sciences today. Since distribution classes have some unique features, each
family has different usage areas. For example, since the distortion rate function of the four-parameter generalized gamma
distribution is not monotonously decreasing and the model is monotonous, the distribution is widely used in lifetime data and
reliability analysis. With the continuous expansion of the said usage areas and the emergence of new needs, more problems
are encountered because working with existing distribution families makes it difficult to work in some cases and has some
disadvantages. For this reason, new distribution classes with different statistical properties are constantly being introduced to
the literature. In this study, the exponentiated generalized distribution family, as one of the new distribution classes that are
introduced to the literature, will be emphasized. In particular, the properties of the exponentiated generalized gamma
distribution, its usage areas, and its advantages over other distributions are mentioned. Finally, the distribution is used in the
study with a real data set is tested as well the parameters of the distribution are estimated using the maximum likelihood
method.

Keywords: The exponential generalized distribution, Hazard function, Distribution function, The maximum likelihood
method

I. GIRIS
Ustellestirilmis genellestirilmis dagilim ailesi ilk olarak Gupta ve Kundu [1] tarafindan iistellestirilmis iistel
dagilim olarak adlandirilan ve dagilim fonksiyonu,

Fx)=(1-e™%x>0,1>0, a>0

olan standart iistel dagilimin bir genellemesi bigiminde literatiire kazandirilmistir. Bu aile giiniimiizde biyoloji ve
miihendislik alanlarinda sik¢a kullanilmaktadir. Ustellestirilmis iistel dagilimm dagilim fonksiyonu aslinda
standart kiimiilatif tistel dagilimin a. kuvvetidir. S6z konusu dagilim literatiire kazandirildiktan sonra Gupta ve
Kundu [2] tarafindan bazi matematiksel 6zellikleri aragtirilmigtir. Benzer sekilde Nadarajah ve Kotz [3]
ustellestirilmis gamma, listellestirilmis Fréchet ve iistellestirilmis Gumbel dagilimlarint literatiire kazandirmstir.
Bu calismada iistellestirilmis dagilimlarin bir genellemesi olan yani iistellestirilmis bigimdeki dagilimlarn bir
genislemesi ve bazi yapisal 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Caligmanin temelini olusturan s6z konusu dagilim
simifinin genel formu asagidaki gibidir.
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G(x) sirekli bir dagilmin kiimiilatif dagilim
fonksiyonu olmak iizere iistellestirilmis genellestirilmis
dagilim sinifinin kiimiilatif dagilim fonksiyonu,

F)=[1-{1-G)}*],p>0,a>0 ()

bicimindedir. Burada [ ve o ilave sekil
parametreleridir. Fonksiyonda yer alan iki parametreye
ragmen beta genellestirilmis dagilim ailesi Eugene vd.,
[4] aksine karmasik yapida bir fonksiyon degildir.
Fakat Esitlik (1) tamamlanmamis beta fonksiyonu
icerir. Ustellestirilmis genellestirilmis dagilimmn bu
avantajina ek olarak (1) esitliginin islem yapilabilirlik
ozelliginden ozellikle de simiilasyon i¢in dagilimdan
say1 iiretmede ¢aligmanin ikinci boliimiinde verilecek
olan kantil fonksiyonunun basit yapisindan dolay1

olduk¢a kullamshdir [11, 12]. Ustellestirilmis
genellestirilmis dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

f) =ap{l -G -{1-G6W} g, (2)

bicimindedir. Ustellestirilmis genellestirilmis ailenin
yogunlugu (2) kuyruklarin daha da esnek olmasina
olanak saglar.

Literatiirde bulunan dagilimlar yukarida bahsedildigi
iizere bazi kisitlara sahip oldugundan bu kisitlart
mimkiin oldugunca ortadan kaldirarak daha esnek
hesaplamalar ve analizler yapilmasi sebebiyle boyle bir
dagilim sinifina  odaklanilmigtir. Bu  ¢alismada
istellestirilmig tlirdeki dagilimlari genisleterek elde
edilen  dstellestirilmis  genellestirilmis ~ dagilim
smifindan bahsedilecektir. Daha sonra bu dagilim
ailesinin temel dagilimimin gamma olmasi durumunda
bazi istatistiksel ve matematiksel zellikleri lizerinde
durulacaktir. Calismanin dglincii  boliiminde elde
edilen dagilim igin en ¢ok olabilirlik yontemi
yardimiyla parametre tahmini {izerinde durulacaktir.
Dordiincii boliimde elde edilen dagilimin uygulanabilir
oldugu gercek bir veri seti ile sinanacak ve literatiirde
yer alan bazi dagilimlar ile karsilastirma yapilacaktir.
Son  bolimde ise, c¢aligmanin  genel  bir
degerlendirilmesi yapilacaktir.

Il. USTELLESTIRILMIS
GENELLESTIRILMIS GAMMA
DAGILIMININ OZELLIiKLERIi

Literatiirde {stellestirilmis genellestirilmis gamma
dagilimi ilk olarak Cordeiro vd. [5, 6, 7] tarafindan
onerilmistir. Bu dagilimin literatiirde yer alan diger
dagilimlardan ~ baz1  avantajlar1  bulunmaktadir.
Ustellestirilmis genellestirilmis gamma dagiliminin
avantajlar1  ¢esitli  yasam  siiresi  verilerinin
modellenmesi problemlerinde hazard fonksiyonunun
her formuyla uyumlu olmasidir [9, 10]. Diger avantaji
ise 0zel olarak secilen parametre degerlerinde Weibull,
ustellestirilmis  {iistel, uyarlanmig  Weibull ve
genellestirilmis  Rayleigh  dagilimlarnn  gibi  alt
dagilimlar1 igermesidir. Ustellestirilmis genellestirilmis
gamma dagilimi ayni zamanda kiivet tipi bozulma

oranlarin1 modellemede uyumlu olmasinin yani sira
istellestirilmis  Weibull ve uyarlanmig Weibull
dagilimlar1 gibi 6zel alt dagilimlarla uyum iyiligi testi
icin uygundur [14]. Bu bélumde ilk olarak s6z konusu
dagilimin olasilik yogunlugu verilecek ve farkli
parametre degerlerine goére fonksiyonun grafikleri
gizilerek dagilimm modu ve simetrisi hakkinda
yorumlar yapilacaktir. Ayrica dagilimin 6zellikle
simiilasyon ¢aligmalarinda sayir iretmede kullanilan
kantil fonksiyonu, dagilimimn momentleri, moment
¢ikaran fonksiyonu ve sirali istatistikleri verilecektir.
Sirali istatistiklere iliskin olarak dagilimin birinci,
sonuncu ve herhangi bir sirali istatistiginin dagilim ve
olasilik  yogunluk fonksiyonlart verilecektir.
Devaminda ise, dagilimin olasihik  yogunluk
fonksiyonuna bagli olarak yasam fonksiyonu ve hazard
fonksiyonu  verilecektir. Hazard fonksiyonunun
dagilimin farkli parametre degerlerine gore grafikleri
cizilerek yorumlama yapilacaktir.

2.1. Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Ustellestirilmis genellestirilmis gamma dagiliminda

temel dagilimin parametreleri G~Gamma(a,b) ve
dagilim fonksiyonu G(x) = % x> 0,a > 0 0lcek

parametresi ve b>0 sekil parametresi olmak iizere
olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x) -
_ aBbix® le—bx y(a,px))* 1 y(a,bx)\¥)"

- r(@ {1_ r(@ } X{l_(l_ r@ ) } . (3)
x >0 seklindedir. Burada y(a,x) = foxya'le'ydy
tamamlanmamig gamma fonksiyonu ve T['(a) =
foxya‘le‘ydy ifadesi ise gamma fonksiyonudur.
Dagilimin farkli parametre degerleri icin grafikleri
strastyla Sekil 1 — Sekil 12 arasinda yer almaktadir.
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Sekil 1. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (a = 2, = 3) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 2. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (o = 2, 3 = 3) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi

5 | — shape=2,scale=1
o — shape=2 scale=3
— shape=3,scale=1
— shape=4,scale=2
<
g
©
L © |
a
o
o™
o
g
o
e 4

Sekil 3. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (a = 2, 8 = 3) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 4. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (a = 2, § = 4) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 5. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (o = 2, 3 = 4) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 6. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (ax = 2,3 = 4) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 7. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (a = 3, § = 2) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 8. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (o = 3,3 = 2) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 9. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (o = 3,3 = 2) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi

Ghap = 2 ¢

— shape=2 scale=25
shape = 2, scale = 3

Sekil 10. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (a = 4, § = 2) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 11. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (o = 4, 3 = 2) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 12. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagiliminda (ax = 4, 3 = 2) durumunda olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi

Grafiklerden goriildiigi tizere dagilimin tek modlu
oldugu ve simetrik bir dagilim olmadigi, saga carpik

bir dagilm  oldugu  aciktir.  Ustellestirilmis
genellestirilmis dagilimm o ve [ parametreleri
dagilimm; yalnizca [ parametresinin = degismesi

durumunda dagilimin az da olsa konumunun degistigi
ve o parametresinin degismesi durumunda ise
dagilimm  basikhigmin  az da olsa degistigi
gorilmektedir. Kisaca iistellestirilmis genellestirilmis
dagillmin o ve [ parametrelerinin degigmesi
durumunda dagilimin sagdan ¢arpik oldugu ve sadece a
parametresinin degismesi durumunda ise basikliginin
az miktarda degistigi gozlemlenmistir. Ayrica temel
dagilimin yani gamma dagilimmin sekil ve olgek
parametreleri degistiginde ise sekil parametresine bagl
olarak dagilimin seklinin, 6l¢ek parametresine baglh
olarak dagilimin basikliginin degistigi gortiilmektedir.
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2.2. Kantil Fonksiyonu

Kantil  fonksiyonu  simiilasyon c¢aligmalarinda
ilgilenilen dagilimdan say1 iiretme konusunda oldukca
onemlidir. Bu sebeple ¢alismada aragtirilan dagilimin
kantil fonksiyonu,

x = Q¢ ([1 - (1 - u%ﬂ) )

bi¢cimindedir. Esitlikte yer alan Q;(u) , gamma
dagilimmin ~ kantil ~ fonksiyonu ve u~U(0,1)
dagilimindan iretilen rasgele bir sayidir. Yukarida yer
alan x esitligi kullanilarak herhangi bir paket program
yardimiyla stellestirilmis  genellestirilmis gamma
dagilimindan rasgele say tiretilebilir.

2.3. Dagihmn k. Momenti
Ilk olarak Tistellestirilmis genellestirilmis dagilim

smifina  gore (k,j) mc1 X ‘in agirliklandirilmisg
momenti,
7, = EX*GX)] = [7 %G (x)) g (x)dx 5)

bi¢ciminde tanimlanir. Esitlik (5) kullanilarak k mc1
orjine gbre momente su sekilde gegilebilir.

EX") = aB X520 tjTh (6)

ve t; = tj(a, B) katsayilari,

t: =

(- 1)11“(!?)2 (-DFr((k+1D)a)

B-K)T((k+1)a—j)k!

bigciminde ifade edilir. X ‘in agirhiklandirilmis
momentinin agirliklarinin toplami sonsuz olabilir. Bu
yiizden  integralin  hesaplanmasinda  problem
¢tkmaktadir. Bu problemi agmak i¢in ikinci bir formiil
verilir.

= G~ 1(x) ve G(x) = u olmak Uizere,

QG (x)
=1 Qe uwdu )

bi¢imindedir. Burada integral (0,1) araligi {izerinden
rahatlikla hesaplanabilir.

Ustellestirilmis genellestirilmis gamma dagiliminm k
mc1 momenti tamamlanmamis gamma fonksiyonunun
gli¢ serisi agilimi,

(=bx)™
a+m)m!’

(ba)*
Ga,b(x) = (@)

Zm 0(

dir. Buradan asagidaki seri acilimu,

(Zﬁba xa= 1
I'(a)

(bx)%

£ = ),y

483

(_bx)m1+m2 +~~~+mj

+my)..(a+mj)myl..m;!

Z‘;.Tollzo Z‘?Y.;,jZO (a

bi¢ciminde elde edilir. Gerekli islemler Cordeiro vd.
(2011) tarafindan yapilmis olup,

_ I(k+a( + 1)

) = TgipkT (@)t A

r+a(+1)sa .., q;a+1,..,a+1,-1,..,-1),
biciminde elde edilir. Burada F,“) Lauricella
fonksiyonu olarak adlandirilir.
2.4. Moment Cikaran Fonksiyonu
Calismada iizerinde durulan istellestirilmis

genellestirilmis gamma dagiliminin  iiyesi oldugu
smifin  moment ¢ikaran fonksiyonunun {i¢ farkli
gosterimi vardir. Bu gosterimler sirasiyla asagida ifade
edildigi gibidir. Caligmada arastirilan  dagilimin
moment c¢ikaran fonksiyonuna ulagsmak igin birinci
gosterimi kullanmak yeterlidir. Birinci gosterim,

M(s) = E(es*) =¥ “T s" (8)

7l

bicimindedir.  Burada
aracilifiyla elde edilir.

u' =E(X") Esitlik (6)

ikinci gosterim ise,
« aft;
) = R0t i (), 5" = ok ve Ry () =

G+ Dgx)G(x)! ile Exp/**(G) dagihmi oldugu
Cordeiro vd. (2011) tarafindan gosterilmistir. Buradan,

M(s) = E(e’) = Z?:o t;"Mj1(s) C))

elde edilir. Bu esitlikte M. (s) , Exp/*'(G)
dagiliminin  moment ¢ikaran fonksiyonudur. Bu
nedenle M(s), Exp-G dagilimimin moment g¢ikaran

fonksiyonu yardimiyla da belirlenebilir.

Son olarak,
M(s) = XiLtipi(s) (10)
ve

pi(s) = [ e*G(x) g(x)dx

dir. Temel dagilimin kantil fonksiyonunun Qg =
G~1(w) oldugunun bilinmesiyle

SQG(u)u] du

pj (s) = f (11)

oldugu agiktir. Buradan (10) ve (11) esitliklerinden
moment ¢ikaran fonksiyon direkt olarak elde edilebilir.
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2.5. Sirah Istatistikler
i. fin(x),i=12,..,n i . sira istatistiginin
olasilik yogunluk fonksiyonu ve X;, X,,..., X,
rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ayni
dagilimli olmak iizere,

f(x)
B(i,n—i+1)

fin(x) = F)™ {1 = Feo™

dir. Burada, f(x) ve F(x) yerine istellestirilmig

genellestirilmis dagilimin sirastyla olasilik yogunluk
fonskiyonu ve dagilim fonksiyonu yerine yazilirsa;

ap

fin(x) = Bl

S IO — GG - (1 - GG
X {1~ [1= {1 = )Py

oldugu agiktir. Esitlikte binom ag¢ilimi kullanilarak
fin(x) daha acik hale getirilebilir.

o) ph X

k=0 (1K)

fi;n(x) " L)fa b,B(i+k), o (%) (12)

B(ln l+1)

Esitlik (12), i inci sira istatistiginin {stellestirilmis
genellestirilmis gamma dagiliminin olasilik yogunluk
fonksiyonunu ifade eder. Esitlige iliskin olarak
dagilimin 1. ve n. sira istatistigi sirasiyla asagidaki gibi
elde edilir.

fin0) = 52 F ) SRS S () fan 0.0 (O,
ve
fn;n(x) nB(n 1)f(x)fab,8(n)a(x)

bicimindedir. Burada,

f(x) _ afbxe—1e~bx {1 y(a, bx)}a 1{1 (

y(a,bx) B-1
I'(a) I'(a) ) ¥

'(a)

ve x > 0 olarak tanimlidir.

ii. F,(x), i=12,..,n i . sira istatistiginin
dagilm fonksiyonu X; , X, ,..., X, rasgele
degiskenleri birbirinden bagimsiz ayni1 dagilimh

olmak (zere,
Fin () = Zoi() [FOOTF[1 = F ()] " (13)
_ _ y(a,bx) B
Burada, F(x)={1 ( —_ ) } ve
y(a,x) = fox y%~le~Ydy bigimindedir. Burada Esitlik

(13) yeniden diizenlenirse,

Fan ) = S () 101 — (1 - B2y 1 - - (1 -

y(a,bx)\* Bin—k
) Y
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ile tstellestirilmis genellestirilmis gamma dagiliminin i
inci sira istatistiginin dagilim fonksiyonu elde edilir.
Esitlige iligkin olarak dagilimin 1. ve n. sira istatistigi
sirasiyla asagidaki gibi elde edilir.

n

Fin@ =) ()11 - (1 e )>a}ﬁ]k[1

y(@b0)\* o~
—{1—<1— Tt >}B] *

ve
b0)\*
Fun () = [{1 - (1 e )> Yy

Ayrica, soz konusu dagilimin sira istatistiginin k 1nct
momenti

‘u,k(i:n)
- B
b*B(in—i+ 1)

n—i o J

DPIRe [( [CATTCED
(a) J

1=0 j=0 m=0
bicimde elde edilir. Burada,

I(a K m) = a‘mF(g+ a(m+ 1))
"a’ a

X F,™(r +a(m + 1);a, ...
+1,-1,..,—1)

,aa+1,..,a

ile gosterilmektedir. Verilen bu denklem sistemleri
herhangi bir paket programi yardimiyla c¢oziilerek
istellestirilmis  genellestirilmis gamma dagiliminin
sirali istatistiginin k inct momentine ulagilmis olur.

2.6. Yasam ve Hazard Fonksiyonlar:

Ustellestirilmis genellestirilmis gamma dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi taniml
oldugu Esitlik (3)’de verilmisti. Olasilik yogunluk
fonksiyonuna bagl olarak istellestirilmis
genellestirilmis gamma dagiliminin yasam fonksiyonu
ve hazard fonksiyonu sirasiyla Esitlik (14) — (15)’de
verilmektedir.

B
y(a,bx)\*
S =1-Fx)=1-{1—(1- ,
() =1-F@) { ( e
ve
_ fx(® e
h(x) = S formiiliinden yararlanilarak,
aBpix@-1e=bx a,bx),g-1 a,bx 1

h(x) = N S YA G ) )y (15)

1-0-(1-1)
olarak elde edilir. Esitlik (15)’de wverilen hazard
fonksiyonu R paket programi araciligiyla kullanilarak

dagilimin farkli parametre degerlerinde grafikleri Sekil
13 — 14°de elde edilmektedir.
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Sekil 13. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagilimi durumunda farkli parametre
degerlerinde olasilik hazard fonksiyonu grafigi
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Sekil 14. Ustellestirilmis genellestirilmis gamma
dagilimi durumunda farkli parametre
degerlerinde olasilik hazard fonksiyonu grafigi
Grafikleri ~ yorumlamadan  oOnce  iistellestirilmis
genellestirilmis gamma dagiliminin hazard
fonksiyonunun Cordeiro vd. (2011) tarafindan,

i. aa>1,>1veVvx>0h(x) >0 ise

h(x) artan,

ii. 0<aa<1l , 0<f<1 ve
0,h(x)" < 0ise h(x) azalan,

iii. a<1veaf =1 ise h(x) tek modlu,

iv. a>1ve aff <1 ise h(x) fonksiyonun
grafigi kiivet tipi seklinde

ozellikleri oldugunu elde etmislerdir.

Vx >

Bu bilgi altinda Sekil 13 ve Sekil 14‘de hazard
fonksiyonunun grafik yorumlandiginda Sekil 13‘te
parametrelerin  (iv) Onermede yer alan kosullari
sagladig1 yani grafigin seklinin kiivet tipi biciminde
oldugu  gorilir.  Sekil 14‘te  stellestirilmis
genellestirilmis ~ dagilimin ~ parametreleri  sabit
tutuldugunda ve diger parametrelerin (ii) kosulu altinda
degistirildigi durumda grafigin seklinin azalan oldugu
gorulebilir.
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I11. PARAMETRE TAHMINI

Calismanin bu boliimiinde uistellestirilmis
genellestirilmis  dagilim  sinifina  iliskin  olarak
parametre tahmini iizerinde durulacaktir. Parametre
tahminini elde etmek igin en ¢ok olabilirlik tahmin
yontemi kullanilacaktir.

X1, X3, ., X, UGG(a, B, 1) dagilimindan alinan n tane
orneklem olsun. Burada A gamma dagilimina (G (x; 1))
iliskin ~ parametre  vektoriidiir.  Ustellestirilmis
genellestirilmis dagilim smifinin logaritmik olabilirlik
fonksiyonu 6 = (a,f,4) parametre vektori olmak
uzere,

2(0) = nlog(a) + nlog(B)

+ Z log(g(xi; 1))
+(@=1) ) log(1 - 6(x; D)
i=1

+(B- 1)Zlog[1 -(1-606; )] (16)

bi¢ciminde elde edilir. Esitlik (16), herhangi bir paket
program  kullanilarak  ¢oziilebilir. 6  parametre
vektoriine iliskin parametlerinin skor bilesenleri ise,

L B-DI -Gl
1-(1-6G)* |

U,(9) = g + Z log(1 - G(x;;7))
i=1

Up(8) =+ D log(1 = (1= G(xii),

=3

(9@, @= D6y,
ij(H) _Z{ gx;y) B 1-G(x;7)
N a(f—D[1-G6(x; V)]“_l[c(xi:)’)]y,}
1-[1-Gx;]* ’

i=1

g (xi;
9G]y, =25 ve
(GG Py, = "‘;;;y]”] = 1,2, ..., p olarak ifade edilir.

Son olarak elde edilen skor bilesenleri,

bicimindedir.  Burada,

Ua(g) = Uﬁ(e) = Uy](e) = 0;

lineer olmayan esitliklerden herhangi bir paket
program yardimiyla 6’nin en ¢ok olabilirlik tahminleri
(6) elde edilmektedir.

Dagilimin parametreleri, hipotez testleri ve aralik
tahmini icin pP+2)x(+2) boyutunda
gozlemlenmis bilgi matrisine, J = J(6), gerek duyulur.
Bu matrisin birimleri,
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J . . .. 3%g(xiy)
@a bicimindedir.  Burada i} =
n + @ - 1)2 [1—GCx;y)]%{log(1 — Gx; y))}z ¢ , [g(x: ]/)]V]Vs dyjoys
’ G(xi; .
-GGl (G V)], = # . js=12,.,p olup,

Vn(8 — 0) bigiminde tammli ifadenin asimptotik
dagilimi N2 (0,1(8)~") *dir. Burada 1(6) beklenen
bilgi matrisini ifade etmektedir. Genelde I(6) ‘nin
yering 8 ‘min hesaplanan gézlenmis bilgi matrisi (J(8))
almir. Sonug olarak, parametrelerin yaklasik giiven

+ (B bolgeleri ve giiven araliklart N4 (0, ](g)_l) cok

e[ -6 log(1 — 6 1)
Jap = _Z 1—[1-Gx;p)]

u [G(xi; V)]yj

o™ =R degiskenli normal dagilima dayali olarak olusturulur
1)i[c’:<xi;y>]y,[1_c(xi;y)la-l “ & £ Y ST
- x
o UGl IV. UYGULAMA
+alog(1=Gla;y)) — X{1-[1 Caligmanin bu bélimiinde gergek bir veri setinin
~ GG+ all = GGy, dagiliminin Ustellestirilmis  genellestirilmis gamma
n dagilimi  olmasi durumunda parametre tahmini
Jop = e yapilacak ve veri seti i¢in literatiirde yer alan bazi
dagilimlar  segilmesi  durumunda  karsilagtirma
n G (xg; y) [1—G(xl--y)]"“1 yapilacaktir. Tahmin ve analiz yapilirken R paket
Joy; = “Z = [1 “CmIE programindan yararlanilmistir. Bu veri seti Maguire vd.
=1 [8] tarafindan yayinlanan Biiyiik Britanya’da meydana
J gelen art arda gerceklesen 109 adet kdmiir madeni
Vive . . kazalar1 arasindaki gegen giinlere iligkindir. Soz
=Z[g(xi;y)]yjysg(xi;y)—[g(xi;y)]yj[g(xi;y)]ys konusu veri setinin siralanmig bicimi Cizelge 1’de
= LGl . detayli olarak verilmistir.
. Z [GCxi; Y]y [1 = GG ] + [GCxis )]y, [G Cxis V)],
— [1-GCy)]? Ik olarak, s6z konusu veri setinin betimleyici
51— G(x; )] . ) istatistikleri Cizelge 2’de detayli olarak verilmektedir.
_i=11—[1—G(xi;y)]{ a=D[6Cn], [6Gs1], Veri setine uygulanan en cok olabilirlik yéntemine

iligkin tahminler ise Cizelge 3’de yer almaktadir.

—[1- G(xi;y)][ﬁ(xiﬂ’)]yjys}
z [G(xi;y)]yj[c(xi;y]ys[l — Gl P
+ “Z 1-11- 6] '

i=1

Tablo 1. Art arda gergeklesen komiir madeni kazalar arasinda gegen giinler

14471113151517 18191920 20 22 23 28 29 31 32 36 37 47 48 49 50 54 54 5559 59 61 61 66 72 72 7578
78 81 93 96 99 108 113 114 120 120 120 123 124 129 131 137 145 151 156 171 176 182 188 189 195 203 208
215 217 217 217 224 228 233 255 271 275 275 275 286 291 312 312 312 315 326 326 329 330 336 338 345 348
354 361 364 369 378 390 457 467 498 517 566 644 745 871 1312 1357 1613 1630.

Tablo 2. Maden kazas1 veri setine iliskin betimleyici istatistikler

. Aralik Standart Degisim -
Minimum (Range) Toplam Medyan Ortalama Varyans Sapma Katsay1st Maksimum
1 1629 25432 145 233.321 87873.33 296.434 127.050 1.630

Tablo 3. Maden kazasi1 veri setine iliskin farkli dagilim durumlarinda yapilan uyum iyiligi testleri ve en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerinin tahmini

Tahmin Degerleri

Uyum lyiligi Testi Bilgi Kriterleri (Hata)

Model (E[S)engi) AIC BIC CAIC p B a b
EG-Gamma 0.3762 14008 142098 14106 ?6’2009198) ?6,1;214?; (0%291887) (%'%gis;)
EG-Weibull 0,5466 14007 14204 14101 (%"%)72%57) (52332) (%',%2252) (3 g;fgg)
E-Gamma 0,3296 14109 141002 14111 (0%2)02311) - (()6?32111) (zoogigg;
E-LogNormal 0,4511 140009 141807 14102  0,0934 66138 0.56607

(0,252247) (0,1250)
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Farkli modellere yapilan uyum iyiligi testleri
sonucunda veri setinin tabloda yer alan dort farkli
modele uyum sagladigi goriilmektedir. Uyum 1iyiligi
testinin ardindan parametrik bir tahmin yontemi olan
en ¢ok olabilirlik tahmin sonuglar1 elde edilmistir. Bu
sonuglara gore, c¢aligmanin temelini olusturan
ustellestirilmis genellestirilmis dagilim sinifina iliskin
iki modelin diger modellere goére parametreleri ¢ok
daha iyi tahmin ettigi gozlenmistir. Fakat modelin
uygunlugunun  goéreceli bir kriter olan  bilgi
kriterlerinden literatiirde en sik kullanilan Akaike Bilgi
Kriteri (AIC) acisindan degerlendirildiginde en iyi
performansin EG-Weibull (Ustellestirilmis
Genellestirilmis Weibull) dagilimi ve EG-Gamma
(Ustellestirilmis Genellestirilmis Gamma) dagilimu ile
verildigi gozlemlenmistir. AIC agisindan en iyi model
olarak yorumlanabilen EG-Weibull dagilimi ve EG-
Gamma dagilimi parametreleri tahmin etme noktasinda
kiyaslandiginda o ve a parametreleri icin EG-Weibull
dagiliminin B ve b parametreleri a¢isindan EG-Gamma
dagiliminin daha iyi tahminler elde ettigi goriilmistiir.

Ayn1 zamanda, veri setinin EG-Weibull ve EG-Gamma
dagilimmna uyumunu gorsel olarak test etmede elde
edilen grafikler sirasiyla Sekil 15 ve Sekil 16’da
gosterilmektedir.

Maden Verisi Gamma o.y.f ve Histogram

0.04

yhist
0.02

-

I
0

0.00

I
1000

500 1500

xhist

Sekil 15. Veri setine iligkin histogram ve EG-gamma

olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

Maden Verisi Weibull o.y.f ve Histogram

0015

0010

yhist

0.005

0.000

T
500 1000 1500

xhist

Sekil 16. Veri setine iligkin histogram ve eg-weibull
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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Biiyiik Britanya’da meydana gelen art arda gergeklesen
109 adet komiir madeni kazalar1 arasindaki gegen
giinlere iligkin veri setinin yapilan analizler sonucunda
model belirleme kriterlerine ve parametre tahminlerine
gére EG-Gamma ve EG-Weibull modellerinin en
uyumlu oldugu gozlemlenmistir. Bu iki modele iliskin
olarak olasilik yogunluk fonksiyonun g¢izitleri s6z
konusu veri setinin histogram grafigi ile birlikte
cizilerek gorsel anlamda da veri setinin bu dagilimlara
uyumu Sekil 15 ve Sekil 16 ‘da verilmistir. Fakat bu
grafikler incelendiginde EG-Gamma dagilimmin veri
setini daha iyi modelledigi sdylenebilir.

Ozet olarak, veri setine uyumu sinanan dért modelden
yapilan ilk analiz sonucunda bilgi kriterlerine gore EG-
Gamma ve EG-Weibull dagiliminin veri setini daha iyi
acikladigi goriilmiistiir. Daha sonra s6z konusu iki
model igin gorsel olarak veri setine uyumu test
edilmistir. Grafikler degerlendirildiginde veri setini
EG-Gamma dagiliminin EG-Weibull dagilimma gore
daha iyi modelledigi yorumuna ulagilmistir.

V. TARTISMA VE SONUC

Caligmada istellestirilmis  genellestirilmis gamma
dagilim  iizerinde  durulmustur.  Ustellestirilmis
genellestirilmis gamma dagilimmin diger dagilimlara
kiyasla avantajlart ¢esitli yasam siiresi verilerinin
modellenmesi problemlerinde hazard fonksiyonunun
her formuyla uyumlu olmasidir. Bir diger avantaji ise
Ozel olarak segilen parametre degerlerinde Weibull,

istellestirilmis  {istel, uyarlanmis  Weibull  ve
genellestirilmis  Rayleigh  dagilimlar1  gibi  alt
dagilimlar1  igermesidir.  Ayrica  istellestirilmis

genellestirilmis gamma dagilimi kiivet tipi bozulma
oranlarini modellemede uyumlu olmasinin yani sira
ustellestirilmis  Weibull ve uyarlanmig Weibull
dagilimlar gibi 6zel alt dagilimlarla uyum iyiligi testi
icin uygundur.

Calismanin  ikinci  bolimiinde,  {iistellestirilmis
genellestirilmis gamma dagiliminin baz istatistiksel ve
matematiksel ozellikleri verilmistir. Ugiincii boliimde
bu dagilima iligkin parametrik parametre tahmini
yontemi olan en c¢ok olabilirlik tahmin yéntemi
verilmistir. Dordiincii bolimde ise, ikisi tistellestirilmis
genellestirilmis dagilim smifinin alt dagilimlarn diger
iki dagilim ise dstellestirilmis dagilim ailesinin alt
dagilimlar1 olmak iizere toplam dort dagilimin Biiyiik
Britanya ‘da meydana gelen maden kazalarina iligkin
veri setine uyumunun test edilmesi, t¢lincl bélumde
verilen en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin bulunmasi
ve en iyi modelin belirlenmesi {izerinde durulmustur.
Veri setine uygulanan asamalardan sonra en iyi
modelin c¢aligma kapsaminda test edilen dort dagilim
arasinda  {stellestirilmis  genellestirilmis  gamma
dagilimi oldugu yorumlamasi yapilmustir.

Sonug olarak ¢aligmada iistellestirilmis genellestirilmis
gamma dagiliminin veri setini en iyi modelleyebildigi
ancak bagka calismalarda ustellestirilmis
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genellestirilmis dagilim sinifa ait bazi 6zel dagilimlarin
ya da farkli bir dagilim smifinin veri setini daha iyi
modelleyebilme durumu mevcuttur. S6z konusu durum
aragtirmactya birakilmistir.
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