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ÖZET
Varyans Analizi, ikiden çok ortalamanın karşılaştırılmasında, ortalamalar arasında fark olup olmadığını belirlemekte,
ancak hangi ortalamanın hangi ortalamadan farklı olduğunu belirleyememektedir. Çoklu karşılaştırma işlemleri ise
ortalamalar arasındaki farklılıklar hakkında çok daha detaylı bilgi vermektedir. Çoklu hipotez testleri, özellikle sağlık
alanında yapılan modern bilimsel araştırmalardan elde edilen verilerin analizinde kilit rol oynamaktadır. Bu amaçla çok
sayıda çoklu karşılaştırma testi önerilmiştir. Çalışmada yanlış bulgu oranı yaklaşımları gözden geçirilmiştir. Yanlış bulgu
oranı, çoklu hipotez testlerinde reddedilen yokluk hipotezleri arasında yanlışlıkla reddedilen hipotezlerin beklenen
oranını ifade eden bir değerdir. Bu çalışmada amaç, literatürde yer alan yanlış bulgu oranı yaklaşımları ile ilgili örnekler
vererek son yıllarda daha yoğun olarak kullanılmaya başlanan ancak araştırmacılar tarafından daha az bilinen yanlış
bulgu oranı yaklaşımı ile ilgili işlemleri tanıtmaktır.
Anahtar Kelimeler: Varyans analizi; birinci tür hata; yanlış bulgu oranı.

False Discovery Rate Approach for The Control of Type I Error Rate: A Review

ABSTRACT
Multiple comparison procedures are frequently used to test differences in all possible pairs of means after analysis of
variance (ANOVA). Detailed information about the difference between means is derived by using multiple comparison
tests. Multiple hypothesis testing plays a pivotal role in analyzing data from modern scientific investigations in health
research, especially. Many different tests have been suggested. The present article reviews of false discovery rate
procedures. The false discovery rate is a multiple hypothesis testing quantity that describes the expected proportion of
false positive results among all rejected null hypotheses. This is a distribution free method that controls the expected
fraction of falsely rejected null hypotheses among those rejected. The review was motivated by examples of false
discovery rate practices. The aim of this study is to introduce the false discovery rate procedures to the researchers.
Keywords: Analysis of variance; type I error rate; false discovery rate.

GİRİŞ
Üç ya da daha fazla grubun yer aldığı denemelerde gruplar arasında farklılığı yaratan grup ya da grupların belirlenmesi
ile ilgili çalışmalarda araştırmacılar, dikkate alacakları hata birimini (comparisonwise error rate ya da familywise error
rate, FWER) belirlemek durumundadırlar. Karşılaştırma başına hata oranı (αPC), belirlenen α anlamlılık düzeyinde her
bir karşılaştırma için yokluk hipotezinin yanlışlıkla reddedilmesi olasılığını göstermektedir. αPC’nin en önemli
dezavantajı, karşılaştırma sayısının (m) artması ile paralel olarak değerinin yaklaşık 1-(1-α)m kadar artmasıdır. Bu
dezavantajından dolayı αPC ile ilgili eleştiride bulunanlar αPC yerine deneysel ortak hata oranının (αFW) kontrol
edilmesini önermektedirler. αFW değerinin kontrolü ile hipotezler ailesindeki bir ya da daha fazla hipotezin yanlışlıkla
reddedilmesi olasılığı, belirlenen α anlamlılık düzeyine ayarlanmaktadır. αFW değerinin kontrolü ile ilgili işlemlerin
temel avantajı, karşılaştırma sayısının artması ile paralel olarak αFW değerinin artmamasıdır (1). Bundan dolayı deneysel
ortak hata oranının kontrol edilmesi yaklaşımı tüm araştırmalarda tercih edilebilecek ortak bir yaklaşımdır.
FWER değerinin kontrol altında tutulması yaklaşımı, araştırmacılar tarafından sıklıkla başvurulan bir yaklaşım olmasına
rağmen uygulamalı araştırmalarda karşılaşılan bazı zorlukları bulunmaktadır (2).
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FWER değerinin kontrol edilmesi ile ilgili
metodolojide kullanılan testler çoğunlukla çok
değişkenli normal dağılım üzerine kurulu olmasına
rağmen gerçekte test istatistikleri çok değişkenli
normal dağılım göstermemektedir.
Birinci tür hata ile ilgili klasik değerler dikkate
alınarak tek tek karşılaştırma yapılması durumunda,
FWER değerinin kontrol edilmesinde kullanılan klasik
işlemlerin gücü, diğer işlemlerin gücüne göre daha
düşüktür.
FWER değerinin kontrol edilmesine her zaman ihtiyaç
olmayabilir. Çünkü FWER değerinin kontrol edilmesi,
karşılaştırılacak gruplardan en az bir tanesi ile ilgili
yanlış olabilecek yorumlar içeren sonuçlar söz konusu
olduğunda önemlidir. Mesela yeni tedavi
yöntemlerinin, standart tedavi yöntemiyle (kontrol
grubu) karşılaştırıldığı bir çalışmada, standart
tedaviden daha iyi olan bir tedavi yöntemi
belirlenebilir. Ancak klinik denemelerde tedavi grubu
ile kontrol grubu genellikle farklı bitiş noktaları (end
points) dikkate alınarak karşılaştırılır. Çalışma sonunda
yokluk hipotezlerinin bir kısmı, yanlışlıkla reddedilse
de bu durum tedavi grubunun, kontrol grubundan daha
üstün olduğuna dair verilecek genel kararın hatalı
olduğunu göstermez.

Çoklu önemlilik testleri ile ilgili bu zorlukları gidermek
üzere farklı bir yaklaşım önerilmektedir. Yanlış bulgu oranı
(False Discovery Rate, FDR) olarak isimlendirilen bu
yaklaşım (2), yanlışlıkla reddedilen hipotezlerin beklenen
oranı olarak ifade edilmektedir. “Discovery” kelimesi ilk
kez Soriç (3) tarafından ortaya atılmış ve bir yokluk
hipotezinin geçici olarak reddi ya da bir alternatif hipotezin
geçici olarak kabulü olarak ifade edilmiştir.
FDR tüm hipotezler doğru olduğunda FWER değerine eşit
olmaktadır. Üstelik hipotezlerden en az bir tanesinin doğru
olmaması durumunda FDR değeri FWER değerinden daha
küçük olmakta, dolayısıyla da istatistiksel gücü
artırdığından FWER yerine FDR’nin kullanılması daha çok
arzu edilmektedir (2,4,6-8).

GEREÇ VE YÖNTEMLER
R değeri, test sonucunda reddedilen toplam yokluk hipotezi
sayısını göstermek üzere m0 tanesi doğru olan m tane
yokluk hipotezinin eşanlı olarak test edildiği durumda
ortaya çıkabilecek muhtemel sonuçlar özet olarak Tablo
1’de verilmiştir.

Tablo 1’de yer alan R gözlemlenebilen rasgele değişken,
U, V, S ve T ise gözlemlenemeyen rasgele değişkenlerdir.
Bu değişkenlerin almış oldukları değerler ise küçük harfle
gösterilecektir. Her bir yokluk hipotezi ayrı ayrı α

anlamlılık düzeyinde test edilirse R=R(α) değeri artar.
Tablo 1’de yer alan değerlerden yararlanarak, karşılaştırma
başına hata oranı E(V/m) ve deneysel ortak hata oranı ise
P(V ≥ 1) olarak ifade edilir. Her bir yokluk hipotezinin ayrı
ayrı α anlamlılık düzeyinde test edilmesi E(V/m) ≤ α
olmasını, her bir yokluk hipotezinin α/m anlamlılık
düzeyinde test edilmesi ise P(V ≥ 1) ≤ α olmasını garanti
eder (2).
Reddedilen yokluk hipotezleri içerisinde yanlışlıkla
reddedilen yokluk hipotezlerinden kaynaklanan hata oranı
Q = V/(V+S) biçiminde ifade edilir. Doğal olarak, V+S sıfır
ise Q=0’dır. v ve s bilinmediğinden Q gözlemlenemeyen
rasgele değişkendir. FDR değeri Q’nun bekleneni
olmaktadır ve Qe ile ifade edilmektedir. Dolayısıyla
FDR = Qe = E(Q) = E{V/(V+S)} = E(V/R)’dir. FDR ile
ilgili iki önemli özellik söz konusudur (2). Bunlar;

Eğer yokluk hipotezlerinin tamamı doğru ise FDR
değeri FWER değerine eşittir. Bu durumda s = 0 ve
v = r’dir, eğer v = 0 ise o zaman Q = 0 olur. Eğer v > 0
ise o zaman Q = 1 olur. Bu durumda
P(V ≥ 1) = E(Q) = Qe’dir. Bundan dolayı FDR’nin
kontrolü zayıf da olsa FWER’in kontrolü demektir.
m0 < m olduğunda, FDR değeri FWER değerine ya
eşittir ya da küçüktür ve FDR ile FWER değerleri
birbirlerinden oldukça farklı olabilir. Eğer v > 0 ise
v/r ≤ 1 bu durumda da P(V ≥ 1) ≥ Qe olur.

Sonuç olarak FWER değerini kontrol eden herhangi bir
işlem aynı zamanda FDR değerini de kontrol etmektedir.
Bununla birlikte, eğer bir işlem yalnızca FDR değerini
kontrol ediyorsa FWER değeri de kontrol ediliyor denemez
ancak bu durumda güç değerinin artması beklenebilir (4).
H0 = {H1, H2,...,Hm}yokluk hipotezlerine sırasıyla karşılık
gelen ve p değerlerini gösteren P1, P2,…,Pm değerleri,
P(1) ≤ P(2) ≤…≤ P(m) olacak şekilde sıralansın.

P(i) ≤  (i/m) q* [1]

eşitsizliğini sağlayan en büyük i değeri k olsun. Bu
durumda tüm H(i) i =1,2,…,k hipotezleri reddedilir. Bu
işlem q* = α yanılma düzeyinde FDR değerini kontrol eden
işlem olarak ifade edilir (2,4).
Eşitsizlik [1]’den yararlanarak herhangi bir 0 ≤ m0 ≤ m tane
doğru yokluk hipotezlerine karşılık gelen bağımsız p
değerleri ile m1 = m - m0 tane yanlış yokluk hipotezine
karşılık gelen p değerlerinden yararlanarak,

E(Q│P(m0 +1)= p1,…,Pm= pm1
) ≤ (m0 ⁄ m) q* [2]

yazılabilir. m1 = m - m0 tane yanlış yokluk hipotezi olduğu
düşünüldüğünde, Eşitsizlik [2]’den yararlanarak

E(Q) ≤ (m0 ⁄ m) q* ≤ q* [3]

elde edilir ve böylece FDR kontrol edilir (2).
FDR ile ilgili süreç maddeler halinde aşağıdaki gibidir
(2,5).

H0 = {H1, H2,...,Hm} yokluk hipotezlerine sırasıyla
karşılık gelen ve p değerlerini gösteren P1, P2,…,Pm
değerleri, P(1) ≤ P(2) ≤…≤ P(m) olacak şekilde
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sıralanır.
k
▲

=max{1 ≤ k ≤ m∶ Pk ≤ q* (k/m)} değeri belirlenir.
Eğer k

▲
değeri varsa P(1) ≤ P(2) ≤…≤ P(k) yokluk

hipotezleri reddedilir, tersi durumda tüm yokluk
hipotezleri kabul edilir.

Örnek 1. α = 0,05 için t-testi ile yapılan ikili karşılaştırma
sonuçlarından elde edilen p değerlerinden yararlanarak
karşılaştırılacak beş gruba ait FDRBH1 işlemi sonuçları;

şeklindedir. Sonuçlardan da görüldüğü gibi son dört
karşılaştırmaya ait hipotezler kabul edilmekte, diğer
hipotezler reddedilmektedir.

Gruplar arasında ikili karşılaştırmaların her biri α
düzeyinde gerçekleştirilirse, bu karşılaştırmalardan elde
edilen sonuçlar kullanılarak FDR tahmin edilebilir. Eğer
m0 bilinirse o zaman E(V) = αm0 ve r(α) = v+s eşitlikleri
yazılabilir. Bu durumda Qe(α)’nın tahmini [(αm0) / r(α)]
olur. Eğer m0 bilinmiyor fakat tahmin edilebiliyorsa m0’ın
tahmin edilen değerinden yararlanarak V için bir kestirim
değeri elde edilebilir. V’nin kestirim değeri V

▲
(α)= αm

▲

0
olarak yazılabilir. Nihayet FDR’nin tahmini olan
Qe(α) değeri,   Q(e)(α)=(V

▲
(α) ⁄ r(α) )= αm

▲

0 / r(α)  biçiminde
ifade edilir.
Eşitsizlik [1] ile verilen ifade,

P(i) ≤ (i/m) q [4]

Eşitsizlik [2] ile verilen ifade de;

E(Q│P(m0 +1)= p1,…,Pm= pm1
) ≤ (m0 ⁄ m

▲

0) q ≤ q [5]

yazılırsa yine FDR kontrol edilmiş olur ve bu yöntem
uyarlamalı yanlış bulgu oranı (adaptive false discovery rate,
AFDR) adını alır. En küçük eğim yönteminin (Lowest
SLope, LSL) kullanıldığı AFDR ile ilgili süreç maddeler
halinde aşağıdaki gibidir (4):

H0 = {H1, H2,...,Hm} yokluk hipotezlerine sırasıyla
karşılık gelen ve p değerlerini gösteren P1, P2,…,Pm
değerleri, P(1) ≤ P(2) ≤…≤ P(m) olacak şekilde
sıralanır.
Her bir P(i) için P(i) ≤ (i ⁄ m) q olup olmadığına bakılır.
Eğer bu koşulu sağlayan herhangi bir P(i) değeri yok
ise hipotezlerin hiçbiri reddedilemez ve işlem
durdurulur.
i=1’den itibaren P(i) değerlerinden yararlanarak
Si = (1-p(i))/(m+1-i)  eğim değerleri Si ≥ Si-1 koşulu
sağlandığı sürece hesaplanır. Sj < Sj-1 olduğu anda Si

değerinin hesaplanması işlemi sonlandırılır. m0’ın
tahmini değeri m

▲

0=min[((1 / Sj) + 1), m] ile elde
edilir.
En büyük p değeri olan P(m) değeri ile başlanarak
sırasıyla P(k) ≤ (k ⁄ m

▲

0) q oluncaya kadar   karşılaştırma
işlemleri sürdürülür. P(k) değerinden daha küçük p
değerlerine sahip olan k tane hipotez reddedilir.

Örnek 2. α = 0,05 için t-testi ile yapılan ikili karşılaştırma
sonuçlarından elde edilen p değerlerinden yararlanarak
karşılaştırılacak beş gruba ait AFDR işlemi sonuçları;

şeklindedir. m
▲

0 = 6,128 olarak tahmin edilmektedir.
Sonuçlardan da görüldüğü gibi son iki karşılaştırmaya ait
hipotezler kabul edilmekte, diğer hipotezler
reddedilmektedir.

Efron ve ark. (6) tarafından AFDR değerinin
belirlenmesinde, yeni bir yaklaşım olarak P(m/2) ile ifade
edilen ortanca P(i) değeri kullanılarak medyan uyarlamalı
yanlış bulgu oranı (MAFDR) yaklaşımı önerilmiştir. Bu
yaklaşıma göre MAFDR ile ilgili süreç aşağıda verilmiştir
(6).

m0’ın tahmini değeri olan
m
▲

0 = [m - (m/2)] / (1 - p(m/2)) eşitliği ile elde edilir.
q*=[(qm) / m

▲

0] eşitliğini kullanarak MAFDR işlemi
gerçekleştirilir.

Örnek 3. Örnek 2’de verilen değerlerden yararlanarak
ortanca p değeri olan p(m⁄2) = 0,023 olarak m

▲

0’ın değeri de
m
▲

0 = 5,118 olarak tahmin edilir. α = 0,05 için t-testi ile
yapılan ikili karşılaştırma sonuçlarından elde edilen p
değerlerinden yararlanarak karşılaştırılacak beş gruba ait
MAFDR işlemi sonuçları;

şeklindedir. Sonuçlardan da görüldüğü gibi son iki
karşılaştırmaya ait hipotezler kabul edilmekte, diğer
hipotezler reddedilmektedir.

Storey (7), hata oranının özel olarak seçilmiş değerleri için
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ret bölgesinin tahmin edilmesi yerine ret bölgesini
sabitleyerek hata oranının tahmin edilmesi yaklaşımını
önermiştir. Pozitif yanlış bulgu oranı (Positive false
discovery rate) kavramı üzerine kurulu bu yaklaşım ile
problem daha anlaşılır ve açık bir şekilde analiz
edilebilmektedir. Storey (7) tarafından önerilen süreç ile
ilgili işlemler maddeler halinde aşağıdaki gibidir (8).

Belirlenen λ değeri (Storey (7) tarafından λ = 0,5
alınması önerilmektedir) için r(λ) = (P(i) ≤ λ) koşulunu
sağlayan reddedilen hipotez sayısı belirlenir.
m0’ın tahmini değeri, m

▲

0 = {m-r(λ)}/(1-λ) ile elde
edilir.
q* = [(qm) / m

▲

0] alınarak FDRS işlemi gerçekleştirilir.

Örnek 4. Örnek 2’de verilen değerlerden yararlanarak
λ=0,5 için r(0,5)=(P(i) ≤ 0,5) koşulunu sağlayan r(λ) = 8
olarak m

▲

0’ın değeri de m
▲

0 = 4 olarak tahmin edilir. α = 0,05
için t-testi ile yapılan ikili karşılaştırma sonuçlarından elde
edilen p değerlerinden yararlanarak karşılaştırılacak beş
gruba ait FDRS işlemi sonuçları;

şeklindedir. Sonuçlardan da görüldüğü gibi son iki
karşılaştırmaya ait hipotezler kabul edilmekte, diğer
hipotezler reddedilmektedir.

Benjamini ve ark. (8) ise birbiri ile ilişkili iki aşamalı ve
çok aşamalı olmak üzere iki farklı FDR işlemi
önermişlerdir. Önerilen iki aşamalı işlemin adımları
aşağıdaki gibidir.

q' = q/(1+q) alınarak FDR işlemi gerçekleştirilir. r1
değeri reddedilen hipotezlerin sayısını göstermek
üzere eğer r1 = 0 ise hipotezlerin hiç biri reddedilmez
ve işlem durdurulur. Eğer r1 = m ise hipotezlerin
tamamı reddedilir ve işlem sonlandırılır. Bu iki durum
söz konusu değilse işleme devam edilir.
m0’ın tahmini değeri olan m

▲

0 = (m-r1) olarak alınır.
q* = (q'm / m

▲

0) alınarak FDRBKY1 işlemi
gerçekleştirilir.

Örnek 5. α = 0,05 için t-testi ile yapılan ikili karşılaştırma
sonuçlarından elde edilen p değerlerinden yararlanarak
karşılaştırılacak beş gruba ait FDRBKY1 işlemi sonuçları;

Aşama 1.

Aşama 2. r1 = 6 ve m = 10 alınarak m0’ın tahmini değeri
olan m

▲

0 = (m-r1) değeri 4 olarak alınır, q* = (q'm/m
▲

0)
yararlanarak q* = 0,119 elde edilir. Elde edilen bu yeni
değerlerden yararlanılarak FDRBKY1 işlemi
gerçekleştirilir.

Sonuçlardan da görüldüğü gibi son iki karşılaştırmaya ait
hipotezler kabul edilmekte, diğer hipotezler
reddedilmektedir.

Önerilen çok aşamalı işlemin adımları ise aşağıdaki gibidir
(8):

k
▲

= max{i:l ≥ j olmak üzere tüm j ≤ i için
p(l) ≤ ql/{m+1-j(1-q)}} değeri belirlenir.

Eğer k
▲

değeri varsa P(1) ≤ P(2) ≤…≤ P(k) yokluk
hipotezleri reddedilir, tersi durumda tüm yokluk
hipotezleri kabul edilir.

Örnek 6. α = 0,05 için t-testi ile yapılan ikili karşılaştırma
sonuçlarından elde edilen p değerlerinden yararlanarak
karşılaştırılacak beş gruba ait FDRBKY2 işlem sonuçları
aşağıdaki gibidir.
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Sonuçlardan da görüldüğü gibi son iki karşılaştırmaya ait
hipotezler kabul edilmekte, diğer hipotezler
reddedilmektedir.

Aynı veri kullanılarak altı farklı yöntemden elde edilen
sonuçlar toplu olarak Tablo 2’de verilmiştir.

TARTIŞMA VE SONUÇ
Çoklu hipotez testleri, özellikle sağlık alanında yapılan
modern bilimsel araştırmalardan elde edilen verilerin
analizinde önemli rol oynamaktadır. m tane hipotezin eşanlı
olarak test edildiği durumlarda klasik yaklaşımların bir
kısmı deneysel ortak hata oranının kontrol edilmesi ile
ilgilenmekte, bir kısmı ise çokluluk (multiplicity) etkisini
göz ardı ederek her bir hipotez testi için sabit bir α değerini
dikkate almaktadır. Dolayısıyla klasik yaklaşımlar elde
edilecek herhangi bir yanlış bulgu olasılığı ile
ilgilenmemektedir.
Çoklu test işlemlerinde klasik yöntemlerin gerek deneysel
ortak hata oranı ile ilgili sınırlılıklarından dolayı, yokluk
hipotezlerinin reddedilmesi olasılığını algılamakta güçsüz
olmaları, gerekse sabit bir α değerinin dikkate alınmasından
kaynaklanan zafiyeti gidermesi açısından yanlış bulgu
oranı yaklaşımı önem arz etmektedir.
Black (9) tarafından yapılan çalışmada, Storey (7),
Benjamini ve Hochberg (2) ile Benjamini ve Hochberg (4)
tarafından önerilen metotlar hem FDR hem de güç
bakımından birbirleri ile karşılaştırılmıştır. Yapılan bu
çalışmada, Storey (7) tarafında önerilen sabit bölge
yaklaşımı ile Benjamini ve Hochberg (4) tarafından
önerilen AFDR yaklaşımının hem FDR hem de güç
bakımından birbirlerine benzer sonuçlara sahip oldukları
belirlenmiştir.
Aynı veri kullanılarak altı farklı yöntemden elde edilen
sonuçlar incelendiğinde; t testi sonunda elde edilen p
değerlerine en yakın sonuçlar FDRBH1 yönteminden elde
edilmiştir. Bu hali ile en tutucu yöntem FDRBH1
gözükmektedir. AFDRBH2, MAFDRE ve FDRS sonuçları
birbirine benzemekte bu durum Black (9) tarafından elde
edilen bulgu ile örtüşmektedir. FDRBKY1 yönteminin, elde
edilen sonuçlara göre en az tutucu olduğu söylenebilir.
FDRBKY2 yönteminden elde edilen sonuçlar yokluk
hipotezinin reddedildiği durumlarda FDRBH1 yönteminden
elde edilen sonuçlara, diğer durumlarda ise FDRS

yönteminden elde edilen sonuçlara benzemektedir.
Bu sonuçlara göre hangi yöntemin ideal yöntem olduğunu
belirlemek oldukça güç görünmektedir. Yapılacak
çalışmalar ile bahsedilen yöntemler için ideal koşulların
belirlenmesi gerekmektedir. Öncelikle farklı biçimlerde

tahmin edilen m
▲

0 değerinin yöntemlerden elde edilen
sonuçlar üzerindeki etkisinin ne olduğu sonrada farklı α
değerleri ve farklı sayıda çoklu karşılaştırmaların söz
konusu olduğu durumlarda hangi yöntemin kullanılmasının
uygun olacağı tespit edilmelidir.
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